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ΘΕΜΑ 2ΘΕΜΑ 2ΘΕΜΑ 2ΘΕΜΑ 2ΟΟΟΟ        

α.α.α.α. ( )i 2 2 z 6 i 2 2 z 6+ = ⇔ + =  8 1 z 6 3 z 6 z 2⇔ + = ⇔ = ⇔ = , 

εποµένως ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων Α των µιγαδικών z  είναι κύκλος C  µε 
κέντρο O(0,0) και ακτίνα ρ=2. 
ββββ. . . . ( ) ( )w 1 i w 3 3i− − = − − . Αν w x yi= + , x∈! , y∈!  τότε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x yi 1 i x yi 3 3i x 1 y 1 i x 3 y 3 i+ − − = + − − ⇔ − + + = − + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2x 1 y 1 x 3 y 3 x 1 y 1 x 3 y 3⇔ − + + = − + + ⇔ − + + = − + +
2 2 2 2x 2x 1 y 2y 1 x 6x 9 y 6y 9 4x 4y 16 0⇔ − + + + + = − + + + + ⇔ − − =

x y 4 0⇔ − − =  
Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών w  είναι ευθεία (ε) µε εξίσωση  
x y 4 0− − =  
γ. γ. γ. γ. Το w  είναι η απόσταση της εικόνας Μ τουw από το O(0,0). Οπότε, 

( )( ) ο ο 4 4min w d O, ε 2 2
1 1 2
− −

= = = =
+

, αφού για κάθε σηµείο Ν∈(ε) µε 

Ν M≡  ισχύει (ΟΝ)>(ΟΜ). 
δ. δ. δ. δ. Το z w−  είναι η απόσταση των εικόνων Α, Μ των µιγαδικών z  και w  
αντιστοίχως. Είναι ( )( )d O,  ε >ρ=2 (όπου ρ η ακτίνα του κύκλου του ερωτήµατος α) 

άρα η (ε) δεν τέµνει τον κύκλο C , εποµένως: ( )( )min z w d O,  ε ρ 2 2 2− = − = − , 
αφού (ΒΜ)≤ (ΑΜ) για κάθε Α C∈  και Β το σηµείο τοµής της ΟΜ µε τον C  
 
ΘΕΜΑ 3ΘΕΜΑ 3ΘΕΜΑ 3ΘΕΜΑ 3ΟΟΟΟ        
αααα.... Για x 0>  είναι: 

( ) ( )

( )
( ) ( )

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0D.L 'H
2

1
lnxlnx xlim f x lim xlnx lim lim lim 11 1

xx x

−∞
+∞

→ → → → →

′
= = = =

  ′ −       

= ( )
2

x 0 x 0

xlim lim x 0
x→ →

 
− = − = 
 

 

Ισχύει ( )f 0 0= , άρα ( ) ( )
x 0
lim f x f 0 0
→

= = , εποµένως η f  είναι συνεχής στο 0x 0= . 

    
β. β. β. β. Για x 0>  η f  είναι παραγωγίσιµη µε 

( ) ( ) ( ) 1f x x lnx x lnx x lnx lnx x lnx 1
x

′ ′′ ′= = + = + = + . 

 Θέτουµε 

( ) ( )
lnx:"1 1"
1 1 1f x 0 lnx 1 0 lnx 1 lnx lne x e 0,  

e

−
− −′ = ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = ⇔ = = ∈ +∞ . 
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Λύνουµε την ανίσωση: 

( )
lnx: γνησίως
αύξουσα

1 1 1f x 0 lnx 1 0 lnx 1 lnx lne x e x
e

− −′ > ⇔ + > ⇔ > − ⇔ > ⇔ > ⇔ >    

καθώς και την ανίσωση: 

( )
lnx: γνησίως
αύξουσα

1 1 1f x 0 lnx 1 0 lnx 1 lnx lne x e 0 x
e

− −′ < ⇔ + < ⇔ < − ⇔ < ⇔ < ⇔ < <     

Η f  είναι συνεχής στο [ )0,  +∞ , 
 εποµένως ( λόγω της προηγούµενης διερεύνησης) έχουµε: 

• Η f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 1 ,  
e
 +∞ 

 

• Η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα 10,  
e

 
  

 

• Παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο 0
1x
e

=  το 
1 0
e 11 1 1 1 1f ln lne

e e e e e

>
−   = = = −   

   
 

 

γ. γ. γ. γ.  Είναι: ( )
α αx 0
x x α αx e lnx lne lnx lne lnx x lnx α f x α

x x

>
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =         

(για ( )( )x 0,  ∈ +∞ . Άρα η 
α
xx e=  είναι ισοδύναµη µε την ( ) ( )f x α,  x 0,  = ∈ +∞ . 

Έστω 1 2A A A= ∪  όπου 1
1A 0,  
e

 =  
 

 και 2
1A ,  
e
 = +∞ 

, οπότε από (β) ερώτηµα 

είναι ( )1
1f A ,  0
e

 = − 
 

 και ( )2
1f A ,  
e

 = − +∞ 
. Συνεπώς: 

• Αν 1α
e

< − , τότε ( )1α f A∈  και ( )2α f A∈  , άρα η εξίσωση ( )f x α=  δεν 

έχει ρίζες στο ( )0,  +∞  

• Αν 1α
e

= − , τότε ( )1α f A∈  και ( )2α f A∈ , που επειδή η f  είναι γνησίως 

αύξουσα στο 2A  η εξίσωση ( )f x α=  θα έχει µοναδική ρίζα ( το 0
1x
e

= ). 

• Αν 1α ,  0
e

 ∈ − 
 

, τότε ( )1α f A∈  και ( )2α f A∈ , άρα η εξίσωση ( )f x α=  

έχει δύο ρίζες µία στο 1A  και µία στο 2A  αφού η f  είναι γνησίως 
φθίνουσα στο 1A  και γνησίως αύξουσα στο 2A . 

• Αν α 0= , τότε ( )1α f A∈   και ( )2α f A∈  άρα η εξίσωση ( )f x α=  έχει 
µοναδική ρίζα το 0x 1=  αφού ( )f 1 1=  ln1 0=  και η f  είναι γνησίως 
αύξουσα στο 2A . 

• Αν α 0> , τότε ( )1α f A∈  και ( )2α f A∈  άρα η εξίσωση ( )f x α=  έχει 
µοναδική λύση αφού η f  είναι γνησίως αύξουσα στο 2A . 
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δ.δ.δ.δ. Για x 0>  είναι ( )f x′ lnx 1= + , άρα ( ) ( ) 1f x lnx 1 0
x

′′′ = + = > , άρα η f′  είναι 

γνησίως αύξουσα στο ( )0,  +∞  
• Η f  είναι συνεχής στο [ ]x,  x 1+ , x 0>  ως γινόµενο συνεχών 
• Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )x,  x 1+  ως παραγωγίσιµη στο ( )0,  +∞  

Άρα σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. (διαφ. Λογισµού) υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ( )x,  x 1∈ +  

( )x 0>  τέτοιο ώστε: ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )f x 1 f xf ξ f x 1 f x
x 1 x
+ −′ = = + −
+ −

 (1) 

Όµως ξ x 1< +  και f′  γνησίως αύξουσα στο ( )0,  +∞  άρα 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f ξ f x 1 f x 1 f x f x 1′ ′ ′< + ⇔ + − < +  , άρα ισχύει η ανίσωση. 

 
ΘΕΜΑ 4ΘΕΜΑ 4ΘΕΜΑ 4ΘΕΜΑ 4ΟΟΟΟ        

α. α. α. α. Έστω α ( )
2

0
f t dt= ∫ , α∈! , τότε έχουµε: ( ) ( )3f x α 10x 3x 45= + − . 

Η f  είναι συνεχής στο [ ]0,  2 ⊆ ! , άρα  

( ) ( ) ( )2 2 2 23 3

0 0 0 0
f t dt α 10x 3x 45 dx α α 10x 3x dx 45 dx = + − ⇔ = + − ∫ ∫ ∫ ∫  

⇔ [ ]
24 2

2
0

0

5x 3xα α 45 x α 46α 90 α 2
2 2

 
= + − ⇔ = − ⇔ = 

 
. 

Άρα η συνάρτηση f  έχει τύπο: ( ) 3f x 20x 6x 45= + − , x∈! . 
    
β.β.β.β. Η g′  είναι παραγωγίσιµη στο !   
(αφού η g  είναι δύο φορές παραγωγίσισµη στο ! ). 

 Για 0x ∈!  έχουµε: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
θέτουµε
u h

0 0 0 0
0 h 0 u 0h 0 u 0

g x h g x g x u g x
g x lim lim

h u

=−

→ →→ ⇔ →

′ ′ ′ ′+ − − −
′′ = =

−=  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0u 0 u 0

g x g x u g x g x u
lim lim ,  x

u u→ →

′ ′− − −  ′ ′− − = = ∈
−

! . 

Εποµένως για κάθε x∈!  ισχύει ( ) ( ) ( )
h 0

g x g x hg x lim
h→

′ ′− −′′ =  

    

γ. γ. γ. γ. iiii) ) ) ) Είναι: ( ) ( ) ( ) ( )2h 0

g x h 2g x g x hlim f x 45
h→

+ − + −
= +  

Έχουµε:

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

0
0

2h 0 h 0 2D.L 'H

παραγώγισηg x h 2g x g x h g x h x h 0 g x h x hlim lim
ως προς hh h→ →

′ ′′ ′ + − + − + + − + − −
  ′ 

=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h 0 h 0

g x h g x h g x h g x g x g x hlim lim
2h 2h→ →

′ ′ ′ ′ ′ ′+ − − + − + − −
= =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
από  (β)

h 0

g x h g x g x g x h1 1lim g x g x g x
2 h h 2→

′ ′ ′ ′+ − − −  ′′ ′′ ′′= + = + =  
 

Άρα από υπόθεση: ( ) ( ) ( )
( )α

3 4 2g x f x 45 g x 20x 6x 5x 3x ′′′ ′′= + ⇔ = + =  +   , 
Εποµένως, επειδή η g′  είναι συνεχής στο !  θα έχουµε: 
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( ) 4 2
1 1g x 5x 3x c ,  c′ = + + ∈! . 

Είναι: ( ) 1g 0 1 c 1′ = ⇔ = , άρα ( ) ( ) ( )4 2 5 3g x 5x 3x 1 g x x x x ′′ ′= + + ⇔ = + +  

( )
g  συνεχής στο  

5 3
2 2g x x x x c ,  c= + + + ∈⇔

!

! . Όµως ( ) 2g 0 1 c 1= ⇔ = , 

εποµένως : ( ) 5 3g x x x x 1,  x= + + + ∈! . 
    
iiiiiiii) ) ) ) Η g  είναι παραγωγίσιµη στο !  µε: ( ) 4 2g x 5x 3x 1 0′ = + + >  για κάθε x∈!  
αφού 4 25x 0,  3x 0≥ ≥ , εποµένως η g  είναι γνησίως αύξουσα στο ! . Οπότε θα 
είναι και ��1-1�� σε αυτό.  
 
 


