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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ 1ο  

Α.  Σχολικό βιβλίο σελίδα 83 

Β.  i. Σ,  ii. Σ,   iii. Λ,  iv. Σ,  v. Λ 

 

ΘΕΜΑ 2ο  

α)  Έστω η η ζητούµενη ευθεία. Είναι = − =ε η

1
λ , άρα λ 3

3
, οπότε η: = + ∈ℝy 3x β, β   

      Έχουµε ( )
⋅ + +

= = ⇔ + = = = −
+

3 1 6 β
d A, η 10, άρα 10 β 9 10, εποµένως : β 1, β 19

9 1
 

      ∆ηλαδή = + = −η : y 3x 1, ή η : y 3x 19   

β)  Το Μ ανήκει στον ′y y , άρα ( )0M 0, y , τότε ( ) ( )= − − + =
����
AB 4 1, 5 6 3, 1 και    

      ( )= − +
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0AΜ 1, y 6 . ( ) ( )= ⇔ = ⇔ = ⇔
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    + =03y 19 10 , άρα = − = −0 0
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y 3, y

3
, εποµένως ( )  

− − 
 

29
M 0, 3 ή M 0,

3
 

      Επειδή > −My 5 , το ζητούµενο σηµείο Μ είναι το ( )−M 0, 3  

γ)  Το ( )−M 0, 3 είναι σηµείο του κύκλου + =2 2 2C : x y ρ , άρα επαληθεύει την εξίσωσή του, 

      δηλαδή: ( )+ − = ⇔ =
22 2 20 3 ρ ρ 9 . Συνεπώς η ζητούµενη εξίσωση είναι: + =2 2x y 9   

      

ΘΕΜΑ 3ο  

Α.   α) ( ) ( )−Α 2, 1 , Β 2, 3 , τότε =ΑΒ

1
λ

2
. Έστω ( )0 0M x , y το µέσον του ΑΒ, τότε: 
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           Έτσι ( )M 0, 2 και αφού =ΑΒ

1
λ

2
 θα είναι = −

1ε
λ 2 . Η εξίσωση εποµένως της  

           µεσοκαθέτου ε1 του ΑΒ είναι ( )− = − − ⇔ = − +y 2 2 x 0 y 2x 2  

      β) Το κέντρο Κ του κύκλου C είναι το σηµείο τοµής των ε1, ε2   

           Λύνουµε εποµένως το σύστηµα: 
+ − =


+ − =

x y 3 0 

2x y 2 0
, οπότε

+ − = = 
⇔ 

+ = = − 

x y 3 0 y 4 

x 1 0 x 1
 

           Άρα ( )−K 1, 4 . Αν ρ η ακτίνα του κύκλου, τότε ( ) ( )+ + − =
2 2 2C : x 1 y 4 ρ  και ∈Α C , 

           εποµένως ( ) ( )− + + − = ⇔ =
2 2 2 22 1 1 4 ρ ρ 10  και ο ζητούµενος κύκλος έχει εξίσωση: 

           ( ) ( )+ + − =
2 2

C : x 1 y 4 10  

Β.   α) Αν Κ, Λ τα κέντρα των ( )− + =
2 2

1C : x 2 y 9  και + − − + =2 2
2C : x y 10x 8y 37 0  

           αντίστοιχα, τότε ( )K 2, 0  και ( )Λ 5, 4 , ενώ οι ακτίνες των κύκλων είναι =1ρ 3 του C1 

                 και =2ρ 2 του C2. Είναι ( ) ( )= − + − = = = +
2 2

1 2ΚΛ 5 2 4 0 25 5 ρ ρ , δηλαδή οι 

           κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά. 

       β) Έστω Σ το σηµείο επαφής των παραπάνω κύκλων. Τότε η ζητούµενη κοινή  

            εφαπτοµένη ευθεία ε των κύκλων η οποία διέρχεται από αυτό προκύπτει από την  

            αφαίρεση κατά µέλη των εξισώσεων των δύο κύκλων.  

           Έτσι έχουµε: ( ) ( )+ − − − + − − + = ⇔ + − =2 2 2 2x y 4x 5 x y 10x 8y 37 0 3x 4y 21 0 , 

           άρα + − =ε : 3x 4y 21 0 ( Σε αυτήν ανήκει το σηµείο τοµής Σ των κύκλων και έχει  

            = −ε

3
λ

4
 ενώ είναι =ΚΛ

4
λ

3
, δηλαδή ⋅ = −ε ΚΛλ λ 1, άρα ⊥ε ΚΛ ) 

 

ΘΕΜΑ 4ο  

α)  Είναι + − + + = ∈ℝ2 2 2x y 2µx 4µy µ 0, µ , άρα Α=−2µ , Β= 4µ , Γ= 2µ  

     Έχουµε + − = + − = >2 2 2 2 2 2Α Β 4Γ 4µ 16µ 4µ 16µ 0  για κάθε ≠µ 0 , άρα η (1) παριστάνει 

     κύκλο για κάθε ≠µ 0 . Το κέντρο του κύκλου είναι ( ) 
− − − 
 

Α Β
K , ή K µ, 2µ

2 2
 και η ακτίνα 

    του 
+ −

= = = ≠
22 2 16µΑ Β 4Γ

ρ 2 µ , µ 0
2 2
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β)  Έστω ( )K x, y , τότε επειδή ( )−K µ, 2µ , θα έχουµε 
=


= −

x µ 

y 2µ
, άρα = −y 2x ,     

     συνεπώς τα κέντρα των κύκλων ανήκουν στην ευθεία + =2x y 0 εκτός από το 

     σηµείο ( )O 0, 0  αφού ≠µ 0    

γ)  Για µ=2 ο κύκλος C έχει εξίσωση:  + − + + =2 2x y 4x 8y 4 0 , ισοδύναµα: 

      ( ) ( )− + + + + = ⇔ − + + =
2 22 2 2x 4x 4 y 8y 16 16 x 2 y 4 4 , οπότε το κέντρο του είναι  

      ( )−K 2, 4  και η ακτίνα του ρ=4 

       i)  Αν ( )M x, y  τυχαίο σηµείο της εφαπτοµένης ε του κύκλου στο σηµείο  

           του  
− − 
 

6 8
Σ ,

5 5
, τότε: ⋅ =

���� ����
ΚΣ ΣΜ 0  µε    

= − − − + = −   
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���� 6 8 16 12
ΚΣ 2, 4 , 

5 5 5 5
  

           και  
= + + 
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���� 6 8
ΣΜ x ,  y

5 5
. Εποµένως:    

− ⋅ + + = ⇔   
   

16 12 6 8
, x , y 0

5 5 5 5
  

        
− + + + = ⇔ − + + + = ⇔ − =       

       

16 6 12 8 6 8
x y 0 4 x 3 y 0 4x 3y 0

5 5 5 5 5 5
 η οποία 

        είναι και η εξίσωση της ζητούµενης εφαπτοµένης. 

    ii) Είναι ( )′ = = = <Kd K, y y x KΓ 2 ρ , άρα ο άξονας y’y τέµνει τον κύκλο στα σηµεία 

        Κ1 , Κ2 δηλαδή κατά χορδή Κ1Κ2 . Στο τρίγωνο ΚΓK1 εφαρµόζουµε Π.Θ. και έχουµε:       

        (ΓK1)
2 = ρ2− (ΚΓ)2 = 16−4 = 12, άρα ΓK1 = 2 3 , συνεπώς το ζητούµενο µήκος  

        της χορδής είναι ( ) = ⋅ =1 2Κ Κ 2 2 3 4 3 ,  


