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Να δείξετε ότι η εφαπτομένη  του κύκλου 2 2 2:C x y  , σε ένα σημείο του 1 1,x y , έχει 

εξίσωση  2
1 1: xx yy  . 

 

Να χαρακτηρίσετε με  ή , τις παρακάτω προτάσεις: 

 

  Η εξίσωση 0x y      παριστάνει ευθεία αν και μόνο αν ισχύει 0  ή 0 . 

  Κάθε ευθεία  που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, έχει εξίσωση : y x  όπου . 

  Η απόσταση του σημείου ,x y   από την ευθεία  με εξίσωση 0x y      δίνεται από 

τον τύπο 
2 2

,
x y

d     
 

 
. 

  Το εμβαδόν του τριγώνου   δίνεται από τον τύπο 
1

det ,
2

    . 

Η εξίσωση 0x y      παριστάνει κύκλο αν και μόνο αν ισχύει 2 2 4 0     . 

Μ.15 

Μ.5x2=10 



 
2 

Να δείξετε ότι η ευθεία  που διέρχεται από το σημείο τομής των ευθειών 1 2,  με εξισώσεις 

1 2: 2 3 0, : 2 1 0x y x y       αντίστοιχα και είναι κάθετη στο διάνυσμα 2,1u   , έχει 

εξίσωση : 2 1y x  . 

 
Για να βρούμε το σημείο τομής των ευθειών 1 2,  λύνουμε το σύστημα των εξισώσεών τους: 

22 3 0 4 2 6 0 5 5 0 1 1

2 1 0 2 1 0 2 1 0 1 2 1 0 1

x y x y x x x

x y x y x y y y

         


            
 

Άρα 1 2 : 1,1  

2,1u    άρα 
1 1

2 2u
  


 

u  άρα 
1

1 1 2
2u

       

1,1
. : 1 2 1 ή . : 2 1

2
y x y x


    


 

 
Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζει η ευθεία  με τους άξονες συντεταγμένων. 

 

Για 
1

0 2 1 0
2

y x x     άρα 
1

: ,0
2

x x   

Για 0 1x y    άρα : 0, 1y y    

Αν 0,0  τότε 
1 1

0,0 0 ,0
2 2

      

0 0, 1 0 0, 1        

1
01 1

det , | |2
2 2

0 1

1 1 1 1 1 τ.μον.
2 2 2 2 4
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Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  που είναι παράλληλη στην ευθεία  και απέχει  

από αυτήν απόσταση , 5d  . 
 
Αφού 䴏  έχουμε ότι 2   

Άρα η ζητούμενη ευθεία θα έχει εξίσωση : 2y x    με   

2

2

1 1
, 5 5 5 1 5 1 5

52 1
d

  
      


 

1

2

1 5 4 : 2 4

1 5

1 5 6 : 2 6

y x

ή

y x

    
 

      

 

 

 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το σημείο τομής της ευθείας 1  με τον άξονα 

y y  και εφάπτεται στην ευθεία . 
 
 

Για 
1

0 3 0 3x y y      άρα 1 : 0,3y y   

Αφού ο κύκλος εφάπτεται στην ευθεία  θα ισχύει ,d    

: 2 1y x    ή  : 2 1 0x y    

22

2 0 1 3 1 3 1 4 4 5
,

54 1 52 1
d

   
     

 
 

Άρα ο ζητούμενος κύκλος έχει εξίσωση  22 16
: 3

5
C x y    
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Δίνεται η συνάρτηση 3 2 1,f x x x x x     όπου , για την οποία ισχύει 

1 2 1 16f f   . Να βείτε τον αριθμό . 

 
 

3 2

3 2 2

2

2

1, ,

1 3 2 1, ,

3 2 1 6 2 , ,

1 3 1 2 1 1 3 2 1 2 2 ,

1 6 1 2 2 6,

f x x x x x

f x x x x x x x

f x x x x x

f

f

   

      

    

          

   

 

1 2 1 16 2 2 2 2 6 16 2 2 4 12 16

2 14 16 2 2 1

f f          

   
 

Αφού 1  έχουμε ότι: 
3 2

2

1,

3 2 1,

6 2,

f x x x x x

f x x x x

f x x x

   

  

 

 

 
 

Για 1  

Να βρείτε το όριο 
1

1
lim

2 0x

f x f

f x f

 


. 

 
 

0
2 2 20

3 2 3 2 3 21 1 1 1

2

2 21 1 1

1 3 2 1 6 2 3 2 5 3 2 2 3
lim lim lim lim

2 0 1 2 1 1 1

13 1 2 1 3 1 1 2 1
lim lim lim

1 1 1 1

x x x x

x x x

f x f x x x x x x

f x f x x x x x x x x x

xx x x x x

x x x x x

           
   

          

      
  

    

3 1 2

1 1 1

x

x x x

 

  

2 2 21 1

3 1 2 3 5 3 1 5 8
lim lim 2

41 1 1 1x x

x x

x x
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Αν 
1

2 ,
2 2

f x x
g x x f x x

f x x

 
 

 
, να βρείτε την συνάρτηση g x . 

 
3 21

2 2 6 2
2 2

f x x x x x
g x x f x x x

f x x

   
    

 
1 x 1

23 2x x 1 2x 
3 2

2

2

4 3 1 ,
3 1

x x
x x x

x





  



 

 
3 2 3 2

2 2

3 2 2 3 2 2

22

2 2 3 2

22

4 2 3

4 3 1 4 3 1
3 1 3 1

3 1 3 1
4 3 1 4 3 1

3 1

3 2 3 1 6
4 3 1 4 3

3 1

9 3 6
4 3 1 12

x x x x
g x x x x x

x x

x x x x x x
x x x x

x

x x x x x x
x x x

x

x x x
x x x

 
      

 

    
     



   
    



 
   

4 32 6 6x x x  
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4 2
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4 3 1 12 ,
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Να βρείτε τις εξισώσεις εφαπτομένων της fC  που είναι κάθετες στην ευθεία  με εξίσωση 

: 4 2024 0x y   . 

Να βρείτε τις εξισώσεις εφαπτομένων της /fC , όπου /fC  η γραφική παράσταση της παραγώγου 

της f ,  που διέρχονται από το σημείο 0, 4  . 

 
Έστω 0 0,x f x  το σημείο επαφής της ζητούμενης εφαπτόμενης .  

Τότε 0f x  

: 4 2024 0x y    άρα 
1

: 506
4

y x     άρα  
1

4
   

  άρα 

2 2
0 0 0 0 0 0

0

0

1
1 1 4 3 2 1 4 3 2 5 0

4

1

5

3

f x f x x x x x

x

ή

x
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Αν 3 2

0 01 1 1 1 1 1 2x f x f         και  21 3 1 2 1 1 4f      

Άρα 1, 2  και η ζητούμενη εφαπτομένη θα έχει εξίσωση: 

1 : 1 1 1y f f x    ή 1 : 2 4 1y x     ή 1 : 4 2y x   

Αν 
3 2

0 0

5 5 5 5 5 125 25 5
1 1

3 3 3 3 3 27 9 3

125 3 25 9 5 1 27 125 75 45 27 22

27 27 27

x f x f                

       
  

  

Άρα 
5 22
,

3 27
   και  

5
4

3
f    

Άρα η ζητούμενη εφαπτομένη θα έχει εξίσωση: 

2

5 5 5
:

3 3 3
y f f x      ή 2

22 5
: 4

27 3
y x     ή 2

202
: 4

27
y x   

 
Έστω 1 1,x f x  το σημείο επαφής της ζητούμενης εφαπτομένης 1 . Η εξίσωσή της θα 

είναι: 

1 1 1 1

2
1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1

2
1 1 1

:

: 3 2 1 6 2

: 6 2 3 2 1 6 2

: 6 2 3 1

y f x f x x x

y x x x x x

y x x x x x x

y x x x

  

     

      

   

 

Από υπόθεση ισχύει 10, 4   οπότε: 
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 10, 4 4 6 2 0 3 1 4 3 1 3 3 1 1x x x x x x               

Για 
1

1 1 8 4x y x    

Για 
1

1 1 4 4x y x      

που είναι οι ζητούμενες εξισώσεις εφαπτομένων της fC  που διέρχονται από το σημείο 0, 4  . 
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Δίνονται οι εξισώσεις: 
2 2

1 : 2 4 1 0x y kx ky        όπου  k   και  2
2 : 1 0k x y y        όπου  ,k  

Να δείξετε ότι η εξίσωση 1  παριστάνει κύκλο για κάθε k . Να βρείτε το κέντρο του και την 

ακτίνα του  συναρτήσει του . 

 
2 2

1 : 2 4 1 0x y kx ky       

Η εξίσωση 1  είναι της μορφής 2 2 0x y x y         όπου 2 , 4 , 1k k          

Για να παριστάνει κύκλο πρέπει και αρκεί 2 2 4 0      
2 22 2 2 2 24 2 4 4 1 4 16 4 20 4 0k k k k k                για κάθε k  

Άρα η εξίσωση 1  παριστάνει για κάθε k  κύκλο 

με κέντρο ,
2 2

 
    ή  

2 4
,

2 2

k k
     ή  , 2k k   

και ακτίνα 
22 2 2 2

2
4 5 14 20 4 4 5 1

5 1
2 2 2 2

kk k
k

     
       

 

Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων για τις διάφορες τιμές του k . 

 
, 2k k   με k  

Έστω ,k kx y  άρα 2
2

k
k k

k

x k
y x

y k

 
 


 

Άρα ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων θα είναι η ευθεία : 2y x   

επειδή οι συντεταγμένες του κέντρου επαληθεύουν την εξίσωσή και αφού kk x  

Άρα kx . 
 

Αν 6  και 0k  , να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου που σχηματίζουν γωνία 45  με τον 

άξονα x x . 

 

02 22 2 2 2 26 5 1 6 5 1 6 5 1 6 5 5 1 1
k

k k k k k k


           

Άρα το κέντρο του κύκλου θα είναι 1,2   και η ακτίνα του 6 , 

οπότε η εξίσωσή του θα είναι  
2 2

: 1 2 6C x y     
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Έστω  η ζητούμενη εφαπτομένη του κύκλου, τότε 45 1    

Άρα η ζητούμενη εφαπτομένη  θα έχει εξίσωση 

: ,y x    ή  : 0,x y    

Αφού η ευθεία  είναι εφαπτομένη του κύκλου C  θα ισχύει ,d                  άρα 

22

1

2

1 1 1 2 3
, 6 6 3 6 2 3 12

21 1

3 2 3 3 2 3 : 3 2 3

3 2 3 ή

3 2 3 3 2 3 : 3 2 3

d

y x

y x

   
       

 

      

 

       

 

Να δείξετε ότι η εξίσωση 2  παριστάνει ευθεία για κάθε ,k . 

Να βρείτε τους αριθμούς ,k , αν η παραπάνω ευθεία διέρχεται από το κέντρο του κύκλου του 

ερωτήματος Δ1.  

 
2 2 2

2 : 1 0 1 0 1 1 0k x y y kx ky y kx k y                 

Η εξίσωση 2  είναι της μορφής 0x y      όπου 2, 1, 1k k         

Για να παριστάνει ευθεία πρέπει και αρκεί 0  ή  0  

0 0 0

0 1 0 1

k k

k k

   


    
 

Άρα το   είναι αδύνατο. Άρα για κάθε k  ισχύει 0  ή  0 , οπότε η εξίσωση 2  

παριστάνει ευθεία για κάθε ,k . 

Αφού η ευθεία διέρχεται από το κέντρο , 2k k   του κύκλου οι συντεταγμένες του κέντρου θα 

επαληθεύουν την εξίσωσή της.  

Άρα θα ισχύει  

 
2 2 2 2 2 2

2 2

1 2 1 0 2 2 1 0 2 1 0

1 0 1
1 0

0 0

k k k k k k k k k

k k
k
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